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序

Ahlfors [2] によれば擬等角写像の理論が 1 変数の解析函数の理論においてかくも活発な役割を演ずるようになった理
由は 7 つあるそうである.

1. 一番表層的な理由は擬等角写像が等角写像の自然な拡張であること. もしこれだけしかなかったら擬等角写像は速
やかに忘れ去られたであろう.

2. 理論の初期の段階において, 等角写像のたくさんの定理は単に擬等角性のみを用いていることに分かってきた.
従っていつ等角性が本質的であり, いつそうでないのかを決定することが興味ある問題となる.

3. 擬等角写像は等角写像よりも融通が利くので道具としては使いやすい. これが擬等角写像の理論の最も功利的な局
面であろう. 例えば (殆ど忘れ去られているものの)擬等角写像は単連結 RIemann 面の等角タイプに関する定理
の証明に使われた.

4. 擬等角写像はある種の楕円型偏微分方程式の研究に重要な役目を演ずる.
5. 擬等角写像に関する極値問題の解が, 問題となっている領域または Riemann 面上の解析函数とつながること. こ
れは Techmüller による深くまた思いがけない発見であった.

6. モデュライの問題が擬等角写像の助けにより解決されたこと. これは Fuchs 群や Klein 群に光を当てた.
7. 多変数に拡張する時等角写像は退化してしまうが, 擬等角写像はそうでないこと. この理論はまだ揺籃期にある.
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第 1章

向きを保つ写像

この章では複素平面 C 内の 2 つの領域 D から D′ への homeomorphism f が sense preserving (向きを保つ)とはど
ういう意味であるかを理解する為に, 必要な事項をまとめる.

1.1 基本群
Homotopy S を位相空間とする. 閉区間 [0, 1] から S への連続写像のことを arc または path と呼び, 以下では文字
α, β, γ などを用いて表す.

path α について a = α(0) を始点, b = α(1) を終点と言い, α を a と b を結ぶ path と言ったりする.
path α : [0, 1] → S について写像 α−1 : [0, 1] → S を

α−1(t) = α(1− t), t ∈ [0, 1]

と置けば, 連続であるから α−1 も path である. また 2 つの path α, β について α の終点と, β の始点が一致するとき,
つまり α(1) = β(0) が成り立つのとき写像 α · β : [0, 1] → S を

α · β(t) =
{
α(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2
β(2t− 1), 1

2 < t ≤ 1

とおけば, 連続であるから α · β も path である.
さて始点同士と終点同士が一致する, つまり α(0) = β(0), α(1) = β(1) を満たす 2 つの paths α, β が homotop であ
るとは, α から β への変形 (deformation)と呼ばれる連続写像 f : [0, 1]× [0, 1] → S で{

f(0, s) = α(0)(= β(0)), 0 ≤ s ≤ 1
f(1, s) = α(1)(= β(1)), 0 ≤ s ≤ 1

かつ {
f(t, 0) = α(t), 0 ≤ t ≤ 1
f(t, 1) = β(t), 0 ≤ t ≤ 1

を満たすものが存在する時を云う. path α と β が homotop のとき α ∼ β と表す.
念の為に α ∼ β と書き表すときはつねに α(0) = β(0), α(1) = β(1) を仮定していることに注意しておこう.

Theorem 1.1.1. 関係 ∼ は同値関係である. つまり

(i) α ∼ α.
(ii) α ∼ β =⇒ β ∼ α.
(iii) α ∼ β, β ∼ γ =⇒ α ∼ γ.

が成り立つ.
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Proof. (i) f(t, s) = α(t) と置けば, α から α への変形である. (ii) α から β への変形を f(t, s) とすれば f(t, 1− s) が
β から α への変形を与える. (iii) α から β への変形を f(t, s) とし, β から γ への変形を g(t, s) とすれば

F (t, s) =

{
f(t, 2s), (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1/2]
g(t, 2s− 1), (t, s) ∈ [0, 1]× (1/2, 1]

が α から γ への変形を与える. �

path α̃ が path α の parameter の取り替えであるとは, ある連続で狭義増加な写像 σ : [0, 1] → [0, 1] で σ(0) = 0,
σ(1) = 1 を満たし, α̃(t) = α(σ(t)), t ∈ [0, 1] を満たすものが存在するときを云う.

Theorem 1.1.2. α̃ が α の parameter の取り替えならば α ∼ α̃.

Proof. α̃(t) = α(σ(t)), t ∈ [0, 1] を満たす連続な全単射 σ : [0, 1] → [0, 1] を取り

f(t, s) = α((1− s)t+ sσ(t)), (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1]

と置けば, α から α̃ への変形である. �

a ∈ S について path 1a を 1a(t) = a, t ∈ [0, 1] と置く.

Theorem 1.1.3. 任意の path α について a = α(0), b = α(1) と置けば

(i) αα−1 ∼ 1a, α−1 · α ∼ 1b.
(ii) 1a · α ∼ α, α · 1b ∼ α.

が成り立つ.

Proof. (i)

α · α−1(t) =

{
α(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2
α(2(1− t)), 1

2 < t ≤ 1

であるから
f(t, s) =

{
α(2t(1− s)), (t, s) ∈ [0, 1/2]× [0, 1]
α(2(1− t)(1− s)), (t, s) ∈ (1/2, 1]× (0, 1]

と置けば α · α−1 から 1a への変形を与えるので αα−1 ∼ 1a が成り立つ. また α の代わりに α−1 に適用すれば
(α−1)−1 = α より α−1 · α = α−1 · (α−1)−1 ∼ 1b が従う.

(ii)

f(t, s) =

{
α(0), (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] with t ≤ s/2

α
(

t−s/2
1−s/2

)
, (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] with t > s/2

とおけば, α から 1a · α への変形を与えるので α ∼ 1a · α である. これより 1a · α ∼ α が従う. 次に

g(t, s) =

{
α
(

t
1−s/2

)
, (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] with t ≤ 1− s/2

α(1), (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1] with t > 1− s/2

と置けば, α から α · 1b への変形を与える. よって α ∼ α · 1b であり, 関係 ∼ の対称性より α · 1b ∼ α が従う. �

Theorem 1.1.4. 以下が成り立つ.

(i) α1 ∼ β1, α2 ∼ β2 ならば α1 · α2 ∼ β1 · β2 が成り立つ.
(ii) α ∼ β ならば α−1 ∼ β−1.
(iii) α · (β · γ) ∼ (α · β) · γ, が成り立つ.

Proof. (i) α1 から β1 への変形を f1, α2 から β2 への変形を 2 とする. このとき

f(t, s) =

{
f1(2t, s) (t, s) ∈ [0, 1/2]× [0, 1]
f2(2t− 1, s), (t, s) ∈ (1/2, 1]× [0, 1]
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と置けば, α1 · α2 から β1 · β2 への変形を与える.
(ii) α から β への変形を f とすれば f(1− t, s) が α−1 から β−1 への変形を与える.
(iii)

α · (β · γ)(t) =

 α(2t), 0 ≤ t ≤ 1
2

β(4t− 2), 1
2 < t ≤ 3

4
γ(4t− 3), 3

4 < t ≤ 1

(α · β) · γ(t) =

 α(4t), 0 ≤ t ≤ 1
4

β(4t− 1), 1
4 < t ≤ 1

2
γ(2t− 1), 1

2 < t ≤ 1

であるから

f(t, s) =


α
(

4t
2−s

)
, 0 ≤ t ≤ 1

2 − 1
4s

β(4t+ s− 2), 1
2 − 1

4s < t ≤ 3
4 − 1

4s

γ
(

4t+s−3
1+s

)
, 3

4 − 1
4s < t ≤ 1

と置けば, α · (β · γ) から (α · β) · γ への変形を与える. �

基本群 さて a ∈ S を固定して, a を端点とする closed path つまり α(0) = α(1) = a を満たす path の全体を Pa(S)

と置く. α, β ∈ Pa(S) にはつねに積 α · β が定義できるが, 残念ながら Pa(S) は群になるとは限らない. 例えば γ が単
位元であれば, 任意の α ∈ Pa(S) について α · γ = α を満たすはずであるが, これより α(t) = α(2t) が 0 ≤ t ≤ 1/2 で
成り立つことになる. これはよほど特殊な α でないと成り立たないであろう.
しかしながら Pa(S) を関係 ∼ で割った商集合 πa(S) = Pa(S)/ ∼ は群になることが証明できる. 以下ではこれを順を
追って示していこう.
まず α ∈ Pa(S) について α を含む同値類を [α] と表そう. つまり

[α] = {γ ∈ Pa(S) : α ∼ γ}

である.
Theorem 1.1.4 (i) より同値類 [α], [β] について α · β の同値類は代表元のとり方に依らず定まるので, 積 [α] · [β] を

[α] · [β] = [α · β]

と定義できる.
次に [1a] は Theorem 1.1.3 (ii) より [1a] · [α] = [1a ·α] = [α], [α] · [1a] = [α · 1a] = [α] を満たすので πa(S) の単位元
である. さらに Theorem 1.1.3 (i) より [α] · [α=1] = [α · α−1] = [1a] [α

=1] · [α] = [α=1 · α] = [1a] が成り立つので, 同
値類 [α] の逆元が [α−1] で与えられることが分かる. さらに Theorem 1.1.3 (iii) より

[α] · ([β] · [γ]) = [α] · [β · γ] = [α · (β · γ)] = [(α · β) · γ] = [α · β] · [γ] = ([α] · [β]) · [γ]

となり結合法則も成り立つ.
以上より πa(S) = Pa(S)/ ∼ は群である. これを位相空間 S の a を基点とする基本群 (fundamental group) と言う.
基点の取り替え さて a, b ∈ S とし η を a, b を結ぶ path とする. α ∈ Pb(S) について (η · α) · η−1 ∈ Pa(S) を対応さ
せる写像を η∗ : Pb(S) → Pa(s) と表そう. このとき

α ∼ β =⇒ η · α ∼ η · β =⇒ (η · α) · η−1 ∼ (η · β) · η−1

であるからこの写像が πb(S)から πa(S)への写像を誘導する. 記号を節約する為に, この誘導された写像も η∗ : πb(S) →
πa(s) と表そう.

Theorem 1.1.5. 写像 η∗ は πb(S) から πa(s) への群の同型写像である
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Proof. 煩雑さを避けるために以後の計算では括弧 () や · を省略して書く. まず準同型であることは

η∗([α][β]) = η∗([αβ]) = [ηαβη−1] = [ηαη−1ηβη−1] = [ηαη−1][ηβη−1] = η∗([α])η∗([β])

より従う.
さて η−1 は b と a を結ぶ path であるから準同型 (η−1)∗ : πa(S) → πb(S) を誘導するが

(η−1)∗(η∗([α])) = (η−1)∗([ηαη
−1]) = [η−1ηαη−1η] = [α]

η∗((η
−1)∗([β])) = η∗([η

−1βη]) = [ηη−1βηη−1] = [β]

より η∗ は全単射であり (η∗)
−1 = (η−1)∗ である. 特に η∗ は πb(S) から πa(s) への群の同型写像である �

位相空間が弧状連結であれば S の任意の 2 点 a, b は path で結べるので πa(S), πb(S) は群として同型である. そこ
でこの群は基点の取り方に依らず定まる群と考えて π(S) で表し, S の基本群という. そして弧状連結空間 S の基本群が
単位元のみからなる時 S は単連結 (simply connected) であると言う.
連続写像により誘導される基本群の準同型 S, T を位相空間とし, 写像 f : S → T は連続とする. a ∈ S を任意に取り
固定し, b = f(a) と置く. このとき各 α ∈ Pa(S) について fcircα ∈ Pb(T ) を対応させる写像を f∗ : Pa(S) → Pb(T ) で
表そう. α ∼ β のとき f ◦ α ∼ f ◦ β が成り立つので α ∼ β ならば f∗(α) ∼ f∗(β) である. よって f∗ は πa(S) から
πb(T ) への写像を誘導する. この写像も同じ記号 f∗ で表そう. このとき f∗ : πa(S) → πb(T ) は

f∗([α][β]) = f∗([αβ]) = [f ◦ (αβ)] = [f ◦ αf ◦ β] = [f ◦ α][f ◦ β] = f∗([α])f∗([β])

より準同型である. また g : T− → U も連続写像ならば

g∗ ◦ f∗ = (g ◦ f)∗

が成り立つことも容易に分かる.

1.2 Winding Number
複素平面内の閉曲線 γ : [0, 1] → C が与えられたとして点 z0 ∈ C\γ に関する, γ の回転数 (winding number) を定義
しよう. まず複素平面から負の実軸を取り除いた領域 C\[0,−∞) における偏角の主枝を Arg z と表す. 勿論 |Arg z| < π

である.
さて

ρ = min
0≤t≤1

|γ(t)− z0| > 0

と置くと, γ の一様連続性より [0, 1] の分割: 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 を |f(s)− f(t)| < ρ が s, t ∈ [tk−1, tk] につい
て成り立つように取れる. このとき

wk =
γ(tk)− z0
γ(tk−1)− z0

= 1 +
γ(tk)− γ(tk−1)

γ(tk−1)− z0
, k = 1, . . . , n

は ∣∣∣∣γ(tk)− γ(tk−1)

γ(tk−1)− z0

∣∣∣∣ < |γ(tk − γ(tk−1)|
ρ

≤ 1

より Rewk > 0 である. そこで

n(γ, z0) =
1

2π

n−1∑
i=0

Argwi

と置けば, 整数値である.
n(z0, γ) が分割の取り方に依存しないことを示す必要がある. これは 2 つの分割について分点を合わせた共通細分を取
ることにより, 分割とその細分による

∑
Argwk が変わらないことを示せば良い. これには結局 [tk, tk+1] が 2 つの区間

[tk, τ ], [τ, tk+1] に細分される時

(1.2.1) Arg
γ(tk)− z0
γ(tk−1)− z0

= Arg
γ(τ)− z0

γ(tk−1)− z0
+Arg

γ(tk)− z0
γ(τ)− z0
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が成り立つことを示せば十分である. これは

Arg
γ(tk)− z0
γ(tk−1)− z0

= Arg
γ(τ)− z0

γ(tk−1)− z0
+Arg

γ(tk)− z0
γ(τ)− z0

+ 2πk, ∃k ∈ Z

が成り立つことと, 上式における偏角の項は全て, 絶対値が π
2 以下であるから

|k| ≤ 1

2π

∣∣∣∣Arg
γ(tk)− z0
γ(tk−1)− z0

−Arg
γ(τ)− z0

γ(tk−1)− z0
−Arg

γ(tk)− z0
γ(τ)− z0

∣∣∣∣ ≤ 1

2π
3
π

2
=

3

4

となることより k = 0 が従い, (1.2.1) が成り立つ.
さて n(z, γ) は z の函数として C\γ 上で連続である. 実際

|γ(t)− z| ≥ |γ(t)− z0| − |z − z0| ≥ ρ− |z − z0|

より D(z0, ρ/2) に於いて
min
0≤t≤1

|γ(t)− z| ≥ ρ− ρ

2
=
ρ

2

であるから, あらかじめ [0, 1] の分割: 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 を |f(s)− f(t)| < ρ/2 が s, t ∈ [tk−1, tk] について成
り立つように取っておけば

vk :=
γ(tk)− z0
γ(tk)− z

= 1 +
z − z0
γ(tk)− z

は Re vk > 0 を満たすので

n(z0, γ)− n(z, γ) =
1

2π

n∑
k=1

{
Arg

γ(tk)− z0
γ(tk−1)− z0

−Arg
γ(tk)− z

γ(tk−1)− z

}

=
1

2π

n∑
k=1

{
Arg

γ(tk)− z0
γ(tk)− z

−Arg
γ(tk−1)− z0
γ(tk−1)− z

}
=

1

2π

{
Arg

γ(1)− z0
γ(1)− z

−Arg
γ(0)− z0
γ(0)− z

}
= 0

となるので, は n(z, γ) は D(z0, ρ/2) で定数である. 従って特に C\γ の各成分で連続で整数値であるから, 各成分上で
(整数)定数値になる.
次に n(z, γ) は C\γ の非有界成分上で 0 となることを示そう. これは十分大きな全ての z について

sup
0≤s,t≤1

|γ(s)− γ(t)| < min
0≤t≤1

|γ(t)− z|

が成り立つので, この場合は　 [0, 1] の分割として t0 = 0 < t1 = 1 が取れるので,

n(z, γ) =
1

2π
Arg

γ(1)− z

γ(0)− z
= 0

となるからである.
それでは最後に, C\{z0} に於いて α0 ∼ α1 の時に n(z0, α0) = n(z0, α1) となることを示そう. これには f(t, s) を
　 α から　 β への変形とし, f(t, s) 6= z0, t, s ∈ [0, 1] の時に αs(t) = f(t, s) と置いて αs を定義するとき n(z0, αs) が
s ∈ [0, 1] について連続であることを示せば良い.

ρ = min
0≤s,t≤1

|f(t, s)− z0| > 0

と置くとき δ > 0 と [0, 1] の分割 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 を |f(t, s)− f(t′, s)| < ρ, tk−1 ≤ t, t′ ≤ tk, s, s′ ∈ [0, 1]

with |s− s′| ≤ δ が成り立つように取れば

n(z0, αs)− n(z0, αs′) =
1

2π

n∑
k=1

{
Arg

αs(tk)− z0
αs(tk−1)− z0

−Arg
αs′(tk)− z0
αs′(tk−1)− z0

}

=
1

2π

n∑
k=1

{
Arg

αs(tk)− z0
αs′(tk)− z0

−Arg
αs(tk−1)− z0
αs′(tk−1)− z0

}
=

1

2π

{
Arg

αs(1)− z0
αs′(1)− z0

−Arg
αs(0)− z0
αs′(0)− z0

}
= 0
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となるからである.
以上は閉曲線の回転数について述べたが, 閉曲線とは限らない無い path γ についても回転数 n(z0, γ) は定義できるが,
整数値とは限らない. しかしながら

α ∼ β =⇒ n(z0, α) = n(z0, β)

や

n(z0, α · β) = n(z0, α) + n(z0, β),(1.2.2)
n(z0, α

−1) = −n(z0, α)(1.2.3)

などが成り立つ.

1.3 穴あき平面の基本群
平面から 1 点を取り除いた領域を穴あき平面 (punctured plane) と呼ぶ. この節では穴あき平面の基本群が Z と同型
になることを示そう. まず一般性を失うこと無く穴は原点で C\{0} 閉曲線の基点は 1 であるとして良い.
はじめに γ が 1 を基点とする C\{0} 内の閉曲線であるとき

f(t, s) = (1− s)γ(t) + s
γ(t)

|γ(t)|
, (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1]

は γ(t) から ∂D 内の閉曲線 γ(t)
|γ(t)| への変形を与える. 従って ∂D 内の閉曲線を考えれば十分である.

ε(t) = e2πit, 0 ≤ t ≤ 1

と置く. また少々紛らわしいが 1 で点 1 に留まったままの閉曲線を表す.
γ が 1 を基点とする ∂D 内の閉曲線であるとき, 一様連続性より γ を偏角の変化が π より小さな path の積

γ = γ1γ2 · · · γn に分解できる. 1 または −1 を通らない path は, 同じ始点と終点を持ち偏角の変化が π より小さな円弧
と homotop である. 従ってはじめから γk はこのような円弧であるとして良い. σk, k = 1, 2, . . . , n を 1 から γk の始点
(= γk−1 の終点)までの円弧の短い方とする. γk の始点が −1 のとき, このような円弧は 2 つあるがどちらでも良い. ま
た γk の始点が 1 の時は, σk は 1 のみよりなる (退化した)円弧である. そして σn+1 も, 1 のみよりなる円弧とする. こ
のとき

γ = γ1γ2 · · · γn ∼ (σ1γ1σ
−1
2 )(σ2γ2σ

−1
3 ) · · · (σnγnσ−1

n+1)

が成り立つが, 各 σkγkσ
−1
k+1), k = 1, . . . , n は 3 つの円弧よりなり, 作り方から 1, ε, ε−1 のどれかに homotop である.

以上より γ ∼ εm, m ∈ Z. となり π(1,C\{0}) = {[εm] : m ∈ Z} が分かる.
最後に m 6= 0 のとき εm が C\{0} 内で 1 に homotop でないことを示せば {[εm] : m ∈ Z} が Z に同型であるこ
とが分かる. しかしながら n(0, εm) = m であり, C\{0} 内で homotop な 2 つの閉曲線は同じ回転数を持つことより
εm 6∼ 1 が分かる.

1.4 向きを保つ写像
ϕ を複素平面内の開集合 D 上で定義された複素数値函数とする. この節のみで使う用語として, 点 z0 ∈ D に於いて

ϕ で regular であるとはある r > 0 について

ϕ(z) 6= ϕ(z0) ∀z ∈ D(z0, r)\{z0}

が成り立つ時を言うことにする. このとき ϕ は D∗(0, r) := D(z0, r)\{z0} から C\{ϕ(z0)} の中への写像であり,
D∗(z0, r) の基本群から C\{ϕ(z0)} の基本群への準同型を誘導する. ここでは a ∈ D∗(z0, r) を取り b = ϕ(a) と置いて,
α, β でそれぞれ

z0 + (a− z0)e
2πit, ϕ(z0) + (b− ϕ(z0))e

2πit 0 ≤ t ≤ 1
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を表す閉曲線を表せば, D∗(z0, r) と C\{ϕ(z0)} の, それぞれ a, b を基点とする基本群は [α], [β] により生成される. こ
こで ϕ より誘導される, 準同型を Φ で表し Φ([α]) = [β]d となる d ∈ Z を取る. この d により Φ は完全に決定され
Φ(αm) = βmd となる. d = 0 のときは Φ により a を基点とする D∗(z0, r) の基本群の像は, b を基点とする C\{ϕ(z0)}
の単位元よりのみなる部分群となり, d 6= 0 の時は βd より生成される部分群になる.
この d のことを ϕ の z0 に於ける degreeと呼ぶ. 実際には d = n(ϕ(z0), ϕ ◦ α) である. d が基点 a の取り方に依ら
ず定まることを示しておこう. それには a′ ∈ D(z0, r)\{z0} とし, α′ で

z0 + (a′ − z0)e
2πit, 0 ≤ t ≤ 1

で表される閉曲線を表すとして
n(ϕ(z0), ϕ ◦ α′) = n(ϕ(z0), ϕ ◦ α)

を示せば良い. γ を a′ と a を結ぶ path とするとき γαγ−1 は

n(z0, γαγ
−1) = n(z0, γ) + n(z0, α) + n(z0, γ

−1) = n(z0, γ) + n(z0, α)− n(z0, γ) = n(z0, α) = 1 = n(z0, α
′)

であるから, γαγ−1 ∼ α′ が γ の取り方に依らず成り立つ. これより

n(ϕ(z0), ϕ ◦ α′) = n(ϕ(z0), ϕ ◦ (γ · α · γ−1)

= n(ϕ(z0), (ϕ ◦ γ) · (ϕ ◦ α) · (ϕ ◦ γ−1))

= n(ϕ(z0), ϕ ◦ γ) + n(ϕ(z0), ϕ ◦ α) + n(ϕ(z0), ϕ ◦ γ−1))

= n(ϕ(z0), ϕ ◦ γ) + n(ϕ(z0), ϕ ◦ α) + n(ϕ(z0), (ϕ ◦ γ)−1)

= n(ϕ(z0), ϕ ◦ γ) + n(ϕ(z0), ϕ ◦ α)− n(ϕ(z0), ϕ ◦ γ)
= n(ϕ(z0), ϕ ◦ α)

が成り立つ. 従って d は a の取り方に依存しないことになり, これよりさらに r > 0 の取り方にも依存しないことにな
る. そこで d を dz0(ϕ) と表すことにする.
次に ψ が ϕ(z0) で regular の時に

dz0(ψ ◦ ϕ) = dϕ(z0)(ψ)dz0(ϕ)

が成り立つことを示そう. これは

dz0(ψ ◦ ϕ) = n(ψ ◦ ϕ(z0), ψ ◦ ϕ ◦ α)

= n(ψ ◦ ϕ(z0), ψ ◦ βdz0
(ϕ))

= n(ψ ◦ ϕ(z0), (ψ ◦ β)dz0
(ϕ)) = n(ψ ◦ ϕ(z0), (ψ ◦ β))dz0(ϕ) = dϕ(z0)(ψ)dz0(ϕ).

より従う.
さて ϕ が複素平面内の領域 D から D′ への homeomorphism としよう. このとき ϕ は任意の点 z0 ∈ D で regular
であり, ϕ−1 は ϕ(z0) で regular であるから D から自身への恒等写像 ϕ−1 ◦ ϕ に上で示した乗法的性質を用いて
dϕ(z0)(ϕ

−1)dz0(ϕ) = 1 を得るので, dϕ(z0)(ϕ
−1) = dz0(ϕ) = 1 or − 1 が成り立つ.

ここで D(z, r) ⊂ D となる r > 0 と基点 a ∈ D∗(z, r) を任意に取り α を z0 + (a − z0)e
2πit, 0 ≤ t ≤ 1 で決まる閉

曲線とするとき dz(ϕ) = n(ϕ(z), ϕ ◦ α) が成り立ち, 右辺は r, a に依存せず一定であった. そこで z0 ∈ D について
D(z0, 2r) ⊂ D となる r > 0 と a ∈ D(z0, 2r)\D(0, r) を取る. 任意の z1 ∈ D(z0, r) について zs = (1 − s)z0 + sz1 と
置き,

f(t, s) = zs + (a− zs)e
2πit, (t, s) ∈ [0, 1]× [0, 1]

と置くと. そして αs を [0, 1] 3 t 7→ f(t, s) で定まる閉曲線とする. このとき f(t, s) は α0 から α1 への連続変形であ
り, zs 6∈ f([0, 1]× [0, 1]) であるから ϕ(zs) 6∈ ϕ(f([0, 1]× [0, 1])) となるので

n(ϕ(zs), ϕ ◦ αs)
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は s に依らず一定値である. 特に

dz0(ϕ) = n(ϕ(z0), ϕ ◦ α0) = n(ϕ(z1), ϕ ◦ α1) = dz1(ϕ)

となる. 以上より dz(ϕ) は z について連続で dz(ϕ) = 1 or dz(ϕ) = −1 であるから結局 dz(ϕ) は D 上で一定で 1 また
は −1 に等しい.

Theorem 1.4.1. ϕ が複素平面内の領域 D から D′ への homeomorphism のとき D 上

dz(ϕ) ≡ 1 or − 1.

Definition 1.4.2. ϕ が複素平面内の領域D から D′ への homeomorphism とする. dz(ϕ) ≡ 1 の時, ϕ を向きを保つ
写像と呼び, 向きを逆にする写像と呼ぶ.
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第 2章

極値的長さ

2.1 弧長に関する Riemann-Stieltjes 積分

2.2 距離的外測度

2.3 弧長に関する Lebesgue-Stieltjes 積分

2.4 極値的長さ
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第 3章

C1-級擬等角写像

3.1 擬等角写像u = u(x, y)

v = v(x, y)
を R2 内の領域 D 上の C1-級の写像とする. D の各点 において全微分

(3.1.1)
{
du = uxdx+ uydy
dv = vxdx+ vydy

⇐⇒
(
du
dv

)
= J

(
dx
dy

)
, J =

(
ux uy
vx vy

)
は (dx, dy) 平面から (du, dv) 平面への線形写像である. この線形写像は原点を中心とする円 dx2 + dy2 = r2, r > 0 を
楕円に写像し, 異なる r の値に対応する楕円は互いに相似である. (dx2, dy2 は (dx)2), (dy)2 と表すべきだが煩雑にな
るので, このように表すことにする.) そこでこれらの楕円の短軸と長軸の比を求めよう. それには compact 集合である
単位円周

{(dx, dy) ∈ R2 : dx2 + dy2 = 1}

上での

du2 + dv2 =(du, dv)

(
du
dv

)
=(dx, dy)tJJ

(
dx dy

)
=(dx, dy)

(
E F
F G

)(
dx
dy

)
=Edx2 + 2Fdxdy +Gdy2

の最大値と最小値を求めればよい. ただし

(3.1.2) E = u2x + v2x, F = uxuy + vxvy, G = u2y + v2y

である. dx, dy を変数として Lagrange の未定乗数法を用いると最大値または最小値を取る点において(
Edx2 + Fdxdy +Gdy2 の dx 偏微分
Edx2 + Fdxdy +Gdy2 の dy 偏微分

)
=

(
2Edx+ 2Fdy
2Fdx+ 2Gdy

)
= λ

(
2dx
2dy

)
=

(
x2 + dy2 − 1 の dx 偏微分
x2 + dy2 − 1 の dx 偏微分

)
を満たす実数 λ が存在する. 上式を書き直すと

(3.1.3)
(
E F
F G

)(
dx
dy

)
= λ

(
dx
dy

)

となる. ここで dx2 + dy2 = 1 ゆえ

(
dx

dy

)
6=

(
0

0

)
であるから λ は結局行列

(
E F

F G

)
の固有値である. そこで固有方

程式 ∣∣∣∣E − λ F
F G− λ

∣∣∣∣ = 0 ⇐⇒ λ2 − (E +G)λ+ EG− F 2 = 0
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を解いて

λ1 =
E +G+

√
(E −G)2 + 4F 2

2
, λ2 =

E +G−
√
(E −G)2 + 4F 2

2

となる. 勿論, λ1 ≥ λ2 であるが, λ2 ≥ 0 も成り立つ筈である. これは

λ2 ≥ 0

⇐⇒ (E +G)2 ≥ (E −G)2 + 4F 2

⇐⇒ EG ≥ F 2

⇐⇒ {u2x + v2x}{u2y + v2y} ≥ {uxuy + vxvy}2

⇐⇒ (det J)2 = {uxvy − uyvx}2 ≥ 0

より分かる.
ここで (3.1.3) より

(
dx dy

)(E F
F G

)(
dx
dy

)
= λ

(
dx dy

)(dx
dy

)
⇐⇒ du2 + dv2 = Edx2 + 2Fdxdy +Gdy2 = λ(dx2 + dy2)

であることに注意すれば, λ1 が du2 + dv2 の最大値を与え, λ2 が du2 + dv2 の最小値を与える.
以下では λ2 > 0 を保証するために det J 6= 0 を仮定する. 楕円の長軸半径は

√
λ1, 短軸半径は

√
λ2 であるから

長軸半径
短軸半径 は

(3.1.4)
(
λ1
λ2

)1/2

=

√
E +G+

√
(E −G)2 + 4F 2

E +G−
√
(E −G)2 + 4F 2

=
E +G+

√
(E −G)2 + 4F 2

2
√
EG− F 2

である.
今までの議論を w = u + iv, z = x + iy とおいて複素化を行って見よう. このとき微分についても dw = du + idv,

dz = dx+ idy という複素化を行うことになり, 問題は線形写像

(3.1.5)
(
du
dv

)
=

(
ux uy
vx vy

)(
dx
dy

)
をどのように複素化するかを考える必要がある.
ここでは実軸に関する z の対称点である z = x− iy を用いることにして写像

z 7→ (α+ iβ)z + (γ + iδ)z

を考える. これは (
α −β
β α

)(
x
y

)
+

(
γ −δ
δ γ

)(
x
−y

)
=

(
α+ γ −β + δ
β + δ α− γ

)(
x
y

)
であるから 

α+ γ = a
−β + δ = b
β + δ = c
α− γ = d

つまり


α = a+d

2

β = −b+c
2

γ = a−d
2

δ = b+c
2

と置けば良い. このとき (3.1.5) は (α+ iβ)z + (γ + iδ)z 表現される.
さてこの表現を (3.1.1) に適用すれば df = du+ idv = (α+ iβ)dz + (γ + iδ)dz において

α+ iβ =
a+ d

2
+
i(−b+ c)

2
=

1

2
(ux + vy) +

i

2
(−uy + vx) =

1

2
(ux + ivx)−

1

2
(uy + ivy)

γ + iδ =
a− d

2
+
i(b+ c)

2
=

1

2
(ux − vy) +

i

2
(uy + vx) =

1

2
(ux + ivx) +

1

2
(uy + ivy)
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となる. そこで

∂f

∂z
=
1

2

(
∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)
(3.1.6)

∂f

∂z
=
1

2

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)
(3.1.7)

と置けば

(3.1.8) df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
dz

が成り立つ. 逆に複素数 A, B により

(3.1.9) df = Adz +Bdz と表されれば =⇒ A =
∂f

∂z
, B =

∂f

∂z

また ∂f
∂z , ∂f

∂z をそれぞれ fz, fz のように略記する.
さて f = u− iv について

∂f

∂z
=
1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
(u− iv) =

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(u+ iv) =

∂f

∂z

∂f

∂z
=
1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(u− iv) =

1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
(u+ iv) =

∂f

∂z

より

(3.1.10) ∂f

∂z
=
∂f

∂z
,

∂f

∂z
=
∂f

∂z

が成り立つ. これは後ほど合成函数の偏微分の公式を複素形で表す時に必要になる.
次に

fz =
1

2
(ux + ivx) +

i

2
(uy + ivy) = 0 ⇐⇒ ux − vy = 0, vx + uy = 0 (Cauchy-Riemann の関係式)

であるから, C1-級の写像 f が解析的であるための必要十分条件は fz = 0 であり, このとき f ′ で f の複素微分を表せば

(3.1.11) fz =
1

2
(ux + ivx)−

i

2
(uy + ivy) = ux + ivx = f ′

が成り立つ.
また函数行列式 Jf = uxvy − uyvx = ad− bc については

ad− bc = (α+ γ)(α− γ)− (−β + δ)(β + δ) = α2 + β2 − (γ2 + δ2) = |α+ iβ|2 − |γ + iδ|2 = |fz|2 − |fz|2

より

(3.1.12) Jf = uxvy − uyvx = |fz|2 − |fz|2

と表現される. 従って
Jf > 0 ⇐⇒ |fz| > |fz|

が成り立つ.
それでは上で導入した記号を用いて円 {dz = dx+ idy : |dz| =

√
dx2 + dy2 = 1} の線形写像 dz 7→ df = fzdz+ fzdz

による像である楕円の短軸半径と長軸半径の比を求めて見よう. 長軸半径に関しては |df | の最大値を求めれば良いが,
|dz| =

√
dx2 + dy2 = |dz| に注意すると三角不等式より

|df | = |fzdz + fzdz| ≤ |fzdz|+ |fzdz| = (|fz||dz|+ |fz)|dz| = (|fz|+ |fz)||dz| = |fz|+ |fz)|
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となり, 上式において等号が起こるような dz が存在するので, 最大値は |fz|+ |fz| であることが分かる. fz 6= 0 の時に
等号が起こるための必要十分条件は

(3.1.13) fzdz

fzdz
≥ 0

である.
短軸に関しては |df | の最小値を求めれば良いが, これには |fz| ≥ |fz)| の場合と |fz| < |fz)| の場合に分けて考える必
要があある. 前者の場合は三角不等式より

|df | = |fzdz + fzdz| ≥ |fzdz| − |fzdz| = (|fz||dz| − |fz)|dz| = (|fz| − |fz)||dz| = |fz| − |fz)|

となり, 上式において等号が起こるような dz が存在するので, 最小値は |fz| − |fz| であることが分かる. fz 6= 0 の時に
等号が起こるための必要十分条件は

(3.1.14) fzdz

fzdz
≤ 0

である.
後者の場合もほぼ同様にして最小値は |fz| − |fz| となり, 最小値を与える dz についても調べることができるが, 以下
では話を簡単にするために, f が向きを保つ場合のみを考えよう. つまり写像 f は

|fz(z)| < |fz(z)|, z ∈ D

を満たすとする. このとき “長軸半径 /短軸半径” は

Df (z) :=
|fz(z)|+ |fz(z)|
|fz(z)| − |fz(z)|

である. この Df (z) を f の z における dilatation と呼ぶ. また

µf (z) =
fz(z)

fz(z)
,(3.1.15)

df (z) =

∣∣∣∣fz(z)fz(z)

∣∣∣∣ = |µf (z)|(3.1.16)

と置いて, µf (z) を f の z における複素 dilation (complex dilatation) または Beltrami 微分 (Beltrami differential)
と言う. このとき

(3.1.17) Df (z) =
1 + df (z)

1− df (z)
, df (z) =

Df (z)− 1

Df (z) + 1

が成り立つことに注意しよう.
さて長軸半径を与える dz の偏角は (3.1.13) と (3.1.15) より argµf − 2 arg dz = 0 mod. 2π となるので

α =
1

2
argµf (z)

と置けば arg dz = α または arg dz = α+ π である. また長軸の方向は

df = fzdz + fzdz = fzdz

(
1 +

fz(z)

fz(z)

dz

dz

)
において (

1 +
fz(z)

fz(z)

dz

dz

)
> 0

であるから arg dz = α のときの fzdz の方向であるから

β = arg(fzdz) = arg fz +
1

2
argµf (z) =

1

2
(arg fz + arg fz) =

1

2
arg(fzfz)
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これは

(3.1.18) νf (z) =
fz(z)

fz(z)
=

fz(z)

fz(z)

と置けば β = 1
2νf (z) と表すことが出来る. νf (z) を f の z における第 2 複素 dilatation (second complex dilatation)

と言う. β − α = arg fz が成り立つことに注意しておこう.

Definition 3.1.1. 複素平面内の領域 D から (他の)ある領域への C1-級の homeomorphism f が向きを保ち (つまり
Jf (z) = |fz(z)|2 − |fz(z)|2 > 0) かつ, 定数 K ≥ 1 について

Df (z) ≤ K, z ∈ D

が成り立つ時 K-擬等角 (K-quasiconformal) であると言う. またある K ∈ [0,∞) についてK-擬等角写像であるとき
単に擬等角写像であると言う.

f が向きを保つ時条件Df ≤ K は |muf (z)| = df (z) ≤ k := K−1
K+1 と同値である. また K = 1 のときは k = 0 に対応

し, このとき fz(z) ≡ 0 であるから, f は解析的であり, 全単射ゆえ等角である. 従って 1-擬等角であることと等角であ
ることは同値である.
第 3 章で, 擬等角写像の概念を C1-級とは限らない, 向きを保つ homeomorphism に拡張するが, この章においては

C1-級という仮定をしたままで先に進もう.

Problem 3.1.2. Jf > 0 つまり |fz| < |fz| の時に

(3.1.19) |fz|+ |fz|
|fz| − |fz|

=
E +G+

√
(E −G)2 + 4F 2

2
√
EG− F 2

が成り立つことを直接計算して確かめよ.

3.2 Grötzsch の問題
擬等角写像の概念は 1928 年に H. Grötzsch により導入された. Q を正方形 (の内部)で R を正方形でない長方形 (の
内部)とする. このとき Q から R への等角写像は, Jordan 領域から Jordan 領域への等角写像であるから, 境界まで連
続かつ全単射として拡張できる. このとき Q の 4 頂点が R の 4 頂点に写像されるような等角写像は存在しない.

Problem 3.2.1. Q の 4 頂点が R の 4 頂点に写像されるような等角写像が存在しないことを示せ.

それでは等角性を諦めて Q から R への同相写像であり Q の 4 頂点が R の 4 頂点に写像されるようなものの中で最
も等角写像に近いものは何であろうか？ これが Grötzsch の考えた問題である. もちろん, このような 4 頂点を 4 頂点
に写像するような同相写像の全体はこの問題を考える写像の族としては, いささか大き過ぎるし, 等角写像への近さをど
う測るかという問題もある. そこで以下のように族を設定し, 等角写像への近さは dilatation が 1 に近いという意味に
取る.
長さが a の 2 辺, b の 2 辺よりなる長方形を R とし, 同様に辺の長さが a′, b′ の長方形を R′ とし

a

b
<
a′

b′
とする. こ

のとき R から R′ への同相写像 f で

(i) R の横の各辺は R′ の横の 1 辺に全単射に写像され, R の縦の各辺も R′ の縦の 1 辺に全単射に写像される
(ii) f = u+ iv は R で C1-級であり, その 1 階偏導函数 ux, uy, vx, vy は R まで連続に拡張される.
(iii) f は向きを保つ. つまり Jf = |fz|2 − |fz| = uxvy − uyvx > 0 が R 上で成り立つ.

が成り立つものの全体を F とする. この族 F について Grötzsch の問題を考えよう.
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話を簡単にするために必要ならばあらかじめ z 7→ αz + γ の形の変換を行うことにより R, R′ の各辺は実軸または虚
軸に平行で

R = {z = x+ iy : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b}, R′ = {w = u+ iv : 0 ≤ u ≤ a′, 0 ≤ v ≤ b′}

と仮定する. このとき任意の y ∈ [0, b] について

a′ =|u(a+ iy)− u(0 + iy)|(3.2.1)

≤
∫ a

0

|ux(x+ iy)| dx

≤
∫ a

0

|ux(x+ iy) + ivx(x+ iy)| dx

=

∫ a

0

|fz(x+ iy) + fz(x+ iy)| dx

≤
∫ a

0

(|fz(x+ iy)|+ |fz(x+ iy)|) dx

が成り立つ. これの両辺を y について 0 から b まで積分し Cauchy-Schwarz の不等式と函数行列式が Jf = |fz|2 − |fz|2

と表されること, 及び
∫∫

R
Jf dxdy = area of R′ = a′b′ より

a′b ≤
∫ b

0

{∫ a

0

(|fz(x+ iy)|+ |fz(x+ iy)|) dx
}
dy

=

∫∫
R

√
|fz|+ |fz|
|fz| − |fz|

√
|fz|2 − |fz|2 dxdy

≤

√∫∫
R

|fz|+ |fz|
|fz| − |fz|

dxdy

√∫∫
R

(|fz|2 − |fz|2) dxdy

=

√∫∫
R

|fz|+ |fz|
|fz| − |fz|

dxdy ·
√

area of R′

=
√
a′b′

√∫∫
R

Df (z) dxdy

となるので

(3.2.2) a′/b′

a/b
≤ 1

ab

∫∫
R

Df (z) dxdy ≤ sup
z∈R

Df (z)

を得る. 特に f が 0, a, a+ ib, ib をそれぞれ 0, a′, a′ + ib′, ib′ に写像する affine map のときは f(z) = αz+ βz+ γ と
置くと f(0) = 0, f(a) = a′, f(ib) = ib′ より γ = 0, a(α+ β) = a′, b(α− β) = b′ より

(3.2.3) f(z) =
1

2

(
a′

a
+
b′

b

)
z +

1

2

(
a′

a
− b′

b

)
z

となる. このとき
fz(z) ≡

1

2

(
a′

a
+
b′

b

)
, fz(z) ≡

1

2

(
a′

a
− b′

b

)
であり

Df (z) ≡

(
a′

a + b′

b

)
+
(

a′

a − b′

b

)
(
a′

a + b′

b

)
−
(
a′

a − b′

b

) =
a′/b′

a/b

となるので (3.2.2) の 2 つの不等号は, この場合等号になる.

Theorem 3.2.2.
a′/b′

a/b
= min

f∈F

1

ab

∫∫
R

Df (z) dxdy = min
f∈F

sup
z∈R

Df (z)

が成り立ち, f が 0, a, a+ ib, ib をそれぞれ 0, a′, a′ + ib′, ib′ に写像する affine map の時に最小値を取る.
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Problem 3.2.3. R = {z = x+ iy : 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b}, R′ = {w = u+ iv : 0 ≤ u ≤ a′, 0 ≤ v ≤ b′} とし, f ∈ F
で 0, a, a+ ib, ib をそれぞれ 0, a′, a′ + ib′, ib′ に写像するのの全体を F̃ と置く時

min
f∈F̃

1

ab

∫∫
R

Df (z) dxdy, min
f∈F̃

sup
z∈R

Df (z)

の, それぞれの最小値を取る f が (3.2.3) で定義される affine map に限るかどうかを考えよ.
先走って答えを書くと, minf∈F supz∈RDf (z) を取る f は, この affine map に限るが, minf∈F̃

1
ab

∫∫
R
Df (z) dxdy を

取る f は, この affine map に限らない.

3.3 合成写像の dilatation
ζ = f(z) を領域 D 上の函数で, 点 z0 ∈ D で全微分可能とする. また w = g(ζ) を f(D) を含むある領域上の函数で,
点 ζ0 = f(z0) で全微分可能とする. このとき合成函数 w = g(f(z)) の z0 における z 及び z に関する偏微分の公式を導
こう. まず dw = gζ(ζ0)dζ + gζ(ζ0)dζ, dζ = fz(z0)dz + fz(z0)dz とは

g(ζ)− g(ζ0) =gζ(ζ0)(ζ − ζ0) + gζ(ζ0)(ζ − ζ0) + +o(z − z0), ζ → ζ0

f(z)− g(z0) =fz(z0)(z − z0) + fz(z0)(z − z0) + ε(z − z0)|z − z0|, z → z0

が成り立つことを意味する. この第 1 式に ζ = f(z) を代入すれば η(f(z)− f(z0)) → 0, z → z0 と z0 の適当な近傍上
で 定数 M > 0 が存在し |f(z)− f(z0)| ≤M |z − z0| が成り立つこと, 及び (3.1.10) を用れば z → z0 の時

g(f(z))− g(f(z0))

=gζ(f(z0)){fz(z0)(z − z0) + fz(z0)(z − z0)}+ gζ(f(z0)){fz(z0)(z − z0) + fz(z0)(z − z0)}+ o(z − z0)

={gζ(f(z0))fz(z0) + gζ(f(z0))fz(z0)}(z − z0) + {gζ(f(z0))fz(z0) + gζ(f(z0))fz(z0)}(z − z0) + o(z − z0)

={gζ(f(z0))fz(z0) + gζ(f(z0))fz(z0)}(z − z0) + {gζ(f(z0))fz(z0) + gζ(f(z0))fz(z0)}(z − z0) + o(z − z0)

が成り立つ. これと複素偏微分係数の一意性 (3.1.9) より

(g ◦ f)z =(gζ ◦ f)fz + (gζ ◦ f)fz,(3.3.1)

(g ◦ f)z =(gζ ◦ f)fz + (gζ ◦ f)fz

が成り立つ. これより直ちに

µg◦f =
(g ◦ f)z
(g ◦ f)z

=
(gζ ◦ f)fz + (gζ ◦ f)fz
(gζ ◦ f)fz + (gζ ◦ f)fz

=
fz
fz

fz
fz

+
gζ◦f
gζ◦f

1 +
gζ◦f
gζ◦f

fz
fz

(
νf =

fz

fz
に注意

)

=
fz
fz

µg ◦ f + νf
1 + νfµg ◦ f

より

(3.3.2) µg◦f =
fz
fz

µg ◦ f + νf
1 + νfµg ◦ f

を得る. さて g が等角の場合 µg = 0 であるから µg◦f = fz
fz
νf = µf となるので

(3.3.3) g が等角 =⇒ µg◦f = µf
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また f が等角ならば νf = 0 より

(3.3.4) f が等角 =⇒ µg◦f =
f ′

f ′
µg ◦ f

が成り立つ. もっと直接的に f の等角性より df = f ′dz なので d(g ◦ f) = gζ ◦ ff ′dz + gζ ◦ ff ′dz であるから
(g ◦ f)z = gζ ◦ ff ′, (g ◦ f)z = gζ ◦ ff ′ であるから

νg◦f =
(g ◦ f)z
(g ◦ f)z

=
gζ ◦ f
gζ ◦ f

= νg ◦ f

となるので

(3.3.5) f が等角 =⇒ νg◦f = νg ◦ f

式 (3.3.2) より, K1-擬等角写像と K2-擬等角写像の合成が K1K2-擬等角写像であることを示すことができる. それに
は次の不等式を用いるが, 念の為にその証明を行うことを演習問題としておこう.

Problem 3.3.1. z, a ∈ D について

(3.3.6)
∣∣∣∣ z + a

1 + az

∣∣∣∣ ≤ |z|+ |a|
1 + |a||z|

が成り立つことを示せ.

Theorem 3.3.2. ζ = f(z) を領域 D 上の C1-級の K1-擬等角写像とし w = g(ζ) を f(D) を含むある領域上の C1-
級の K2-擬等角写像とする. このとき合成写像 w = g(f(z)) は C1-級の K1K2-擬等角写像である.

Proof. まず kj =
Kj−1
Kj+1 と置くと, |νf | = |µf | ≤ k1, |µg| ≤ k2 が成り立つ. そして α ∈ [0, 1) について函数

[0, 1] 3 x 7→ x+ α

1 + αx

が増加である. 従って (3.3.2) と (3.3.6) より

|µg◦f | =
∣∣∣∣ µg ◦ f + νf
1 + νfµg ◦ f

∣∣∣∣ ≤ |µg ◦ f |+ |νf |
1 + |νf ||µg ◦ f |

≤ |µg ◦ f |+ k1
1 + k1|µg ◦ f |

≤ k2 + k1
1 + k1k2

が成り立つ. ここで
1 + k2+k1

1+k1k2

1− k2+k1

1+k1k2

=
1 + k2
1− k2

1 + k1
1− k1

= K2K1

であるから g ◦ f はK2K1-擬等角写像である. �

残念なことに, (3.3.2) には µ◦f は現れるが µf は現れず, 代わりに νf が出現している. そこで second complex
dilatation ν = fz

fz
についてもう少し考えてみよう. 前節で見たように α = 2−1 argµf と β = 2−1 arg νf はそれぞれ円

{|dz| = 1} の微分 df による線形写像 (3.1.8) (または (3.1.1)) を考えたときの長軸を与える dz の偏角と, 長軸の方向の
偏角である. これは逆写像 f−1 の微分 df−1 による線形写像の立場から見ると β, α はそれぞれ円 {|dw = 1} の像であ
るだ円の短軸を与える方向の偏角と, 短軸の方向の偏角である. 従って β ± π

2 と α ± π
2 がそれぞ長軸を与える dw の方

向の偏角と, 長軸の方向の偏角である. 従って νf は µf−1 と関係があるのではと予想できる.
(3.3.1) を (

(g ◦ f)z
(g ◦ f)z

)
=

(
fz fz
fz fz

)(
(gζ ◦ f)
(gζ ◦ f)

)
と書きなおすと, 行列式が Jf = |fz|2 − |fz|2 であることに注意すると

(3.3.7)
(
gζ ◦ f
gζ ◦ f

)
=

1

Jf

(
fz −fz
−fz fz

)(
(g ◦ f)z
(g ◦ f)z

)
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となる. 特に g = f−1 の時は (g ◦ f)z = 1 (g ◦ f)z = 0 であるから

(f−1)ζ ◦ f =
fz
Jf
,(3.3.8)

(f−1)ζ ◦ f =− fz
Jf

従って

(3.3.9) µf−1 ◦ f = − fz

fz
= −νf

が従う. 両辺の絶対値を取ると

(3.3.10) df−1 = df ◦ f−1

となり, f の z0 における dilatation と f−1 の f(z0) における dilatation が一致することが分かる.
次に (3.3.2) を µg ◦ f について解くか, または (3.3.7) より

µg ◦ f =
gζ ◦ f
gζ ◦ f

=
−(g ◦ f)zfz + (g ◦ f)zfz
(g ◦ f)zfz − (g ◦ f)zfz

=
fz

fz

µg◦f − µf

1− µfµg◦f

より

(3.3.11) µg ◦ f =
fz

fz

µg◦f − µf

1− µfµg◦f

さて (3.3.11) において g = h ◦ f−1 と置けば

(3.3.12) µh◦f−1 ◦ f =
fz

fz

µh − µf

1− µfµh

となるが, 両辺の絶対値を取り

(3.3.13) dh◦f−1 ◦ f =

∣∣∣∣ µh − µf

1− µfµh

∣∣∣∣
となり

(3.3.14) logDh◦f−1 ◦ f = log
1 +

∣∣∣ µh−µf

1−µfµh

∣∣∣
1−

∣∣∣ µh−µf

1−µfµh

∣∣∣ = [µh, µf ]

を得る. ただし [z, w] は

[z, w] = log
1 +

∣∣∣ z−w
1−zw

∣∣∣
1−

∣∣∣ z−w
1−zw

∣∣∣
で定義される, z, w ∈ D 間の non-euclidean の距離である.

3.4 幾何学的定義から dilatation を評価する
Definition 3.4.1 (擬等角写像の幾何学的定義). Ω, Ω′ を C 内の領域とする. このとき写像 ϕ : Ω → Ω′ が Ω から Ω′

への K-擬等角写像であるとは ϕ が向きを保つ位相写像であり, Ω 内の任意の 4 辺形 Q, Q ⊂ Ω について

(3.4.1) m(ϕ(Q)) ≤ Km(Q)

が成り立つことである. ただし m(Q) は 4 辺形 Q の module を表す.
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4 辺形 Q の module を考えるときの対辺の組を (左右から上下, または上下から左右へ)取り替えた 4 辺形 を Q∗ と
表すと, m(Q)m(Q∗) = 1 であるから (3.4.1) より 1

Km(Q∗) ≤ m(ϕ(Q∗)) を得る. 従って (3.4.1) は

(3.4.2) 1

K
m(Q) ≤ m(ϕ(Q)) ≤ Km(Q)

と同値である.
Lectures on Quasiconformal Mappings では ϕ : Ω → Ω′ が Ω で C1-級であるとき, この幾何学的定義が前章の定義
と同値になることを, 次のように主張している.

Trivial Properties:

1. If ϕ is of class C1, the definition agrees with the earlier.

ϕ が C1-級のとき ϕ が向き保つということは Jacobian |ϕz(z)|2 − |ϕz(z)|2 が各点で正であることと同値である. また
各点で

Dϕ(z) =
|ϕz(z)|+ |ϕz(z)|
|ϕz(z)| − |ϕz(z)|

≤ K

を満たせば, (3.4.1) が成り立つことは前章で示されている. しかしながら (3.4.1) が成り立てば Dϕ(z) ≤ K が成り立つ
かどうかは明示されていない.

幾何学的定義より Dϕ ≤ K を導く. ϕ : Ω → Ω′ を C1-級の写像とし, 幾何学的な K-擬等角の定義を満たすとする.
このとき各点 z0 ∈ Ω において Dϕz(z0) ≤ K を示す. まず議論を simple にする為に, 以下のような場合を考えれば十
分であることを示そう.

(a) z0 = 0 かつ ϕ(z0) = 0.
(b) 拡大率が最大になる z0 からみた方向と, その像の ϕ(z0) からみた方向がともに実軸方向であり, 同様に拡大率が
最小になる方向がともに虚軸方向である

次に述べる議論は Lectures on Quasiconformal Mappings の第 1 章を読めば分かることであるが冗長を厭わず述べて
おく.

θ1 =
1

2
{argϕz(z0) + argϕz(z0)}, θ2 =

1

2
{argϕz(z0)− argϕz(z0)},

と置く. ただし ϕz(z0) = 0 の場合 argϕz(z0) のところは 0 で置き換える. (ϕz(z0) は函数行列式 |ϕz|2 − |ϕz|2 > 0 よ
り = 0 となることはない.) そして

ϕ̃(z) = e−iθ1
{
ϕ
(
z0 + e−iθ2z

)
− ϕ(z0)

}
と置く. このとき ϕ̃ も C1-級の幾何学的な K-擬等角写像であり, ϕ̃(0) = 0 を満たす. さらに ϕ̃(z) = u(z) + iv(z) と分
解するとき

ux(0) = |ϕz(z0)|+ |ϕz(z0)|, uy(0) = 0, vx(0) = 0 and vy(0) = |ϕz(z0)| − |ϕz(z0)|

が成り立つことが次のようにして分かる.

dϕ̃(0) = e−iθ1
{
ϕz(z0)d(e

−iθ2z) + ϕz(z0)d(e−iθ2z)
}

= e−i(θ1+θ2)ϕz(z0)dz + e−i(θ1−θ2)ϕz(z0)dz

= e−i argϕz(z0)ϕz(z0)dz + e−i argϕz(z0)ϕz(z0)dz

= |ϕz(z0)|dz + |ϕz(z0)|dz
= ϕ̃z(0)dz + ϕ̃z(0)dz

よって ϕ̃z(0) = |ϕz(z0)|, ϕ̃z(0) = |ϕz(z0)| であるから

ux(0) + ivx(0) =ϕ̃z(0) + ϕ̃z(0) = |ϕz(z0)|+ |ϕz(z0)|

uy(0) + ivy(0) =
1

i
{−ϕ̃z(0) + ϕ̃z(0)} = i{|ϕz(z0)| − |ϕz(z0)|}
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が成り立つ.
記号を節約するために, ϕ̃を ϕと書くことにしよう. そうすると最初から z0 = 0, ϕ(0) = 0そして ϕ(z) = u(z)+iv(z)

(3.4.3) A := ux(0) > B := vy(0) > 0, uy(0) = vx(0) = 0

のもとで, C1-級の幾何学的な K-擬等角写像 ϕ について

Dϕ(0) =
A

B
≤ K

を示せばよいことになる.
それでは証明の細部に入る前に, あらすじを述べておこう. r > 0 について Qr を 0. r, r + ir, ir を頂点とする正方形
とし, 下のの辺と上の辺を正方形内で結ぶ長さ有限な曲線族に関する極値的長さは 1 であるから m(Q) = 1 である. ま
た十分小さな全ての r > 0 について ϕ(Qr) は (3.4.3) より漸近的に 0, Ar, (A+ iB)r, iBr を頂点とする長方形であり
対応する極値的長さは漸近的に B

A であるからm(ϕ(Qr)) は漸近的に A
B である. よって極限 r ↘ 0 としたとき

A

B
= lim

r↘0

m(ϕ(Qr))

m(Qr)
≤ K

を得る.
それでは証明に取り掛かろう. 十分小さな r > 0 について写像 1

rϕ(rz) を考える. まず z ∈ Q1 に対し一様に r → 0

のとき

1

r
u(rz) =

1

r
{u(rz)− u(0)} =

∫ 1

0

{ux(rzt)x+ uy(rz)y}dt

=ux(0)x+ x

∫ 1

0

{ux(zt)− ux(0)}dt+ y

∫ 1

0

{uy(zt)− uy(0)}dt

=(A+ o(1))x+ o(1)y,

同様に

1

r
v(rz) =

1

r
{v(rz)− v(0)} =

∫ 1

0

{vx(zt)x+ vy(z)y}dt

=x

∫ 1

0

{vx(zt)− vx(0)}dt+ vy(0)y + y

∫ 1

0

{vy(zt)− vy(0)}dt

=(B + o(1))y + o(1)x

が漸近的に成り立つ. 従って任意の ε > 0 についてある δ > 0 を 0 < r ≤ δ ならば以下が成り立つように取れる.

(i)
∣∣ 1
r (ϕ(rz))− (Ax+ iBy)

∣∣ ≤ ε, z ∈ Q1.
(ii) v(0 + iry) 及び v(r + iry) は 0 ≤ y ≤ 1 において狭義単調増加.

このとき性質 (i) より ∂Q1 を半時計回りの閉曲線とみなしたとき, この閉曲線の各点の 1
rϕ(rz) による像 (赤線) は線

形写像 Ax+ iBy による各点の像 (青線) の ε-近傍内にある. よって t ∈ [0, 1 について

(1− t)
1

r
ϕ(rz) + t(Ax+ iBy), z = x+ iy ∈ ∂Q1
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と置けば連続変形を与える. 従って特に R = {(u+ iv) : 0 ≤ u ≤ A, 0 ≤ v ≤ B} 内の各点の 1
rϕ(r∂Q1) に関する回転

数は ∂R に関する回転数と等しく 1 である. よって R は閉曲線 1
rϕ(rQ1) の囲む領域に含まれる.

次に長方形 R′
ε == {(u + iv) : ε ≤ u ≤ A − ε, −ε ≤ v ≤ B + ε} (境界を緑線で表している) を考えよう. 性質 (ii)

より Q1 の下の辺の像と R′ の左の辺との交点は 1 つだけであり, R′ の右の辺との交点も 1 つだけである. そこで Q1

の下の辺の像の部分弧で R′ に含まれるものを `1 と置く. 同様に Q1 の上の辺の像の部分弧で R′ に含まれるものを `2

と置く. 記号 Γ で R′ の下の辺の 1 点を始点とし, R′ の上の辺の 1 点を終点とする R′ 内の長さ有限な曲線の全てがな
す族とする. このとき γ ∈ Γ と `1 及び γ と `2 は交点を持つ. 従って γ の部分弧で `1 内に始点を, `2 内に終点を持ち,
1
rϕ(rQ1) に含まれるものが存在する. この事実より 4 辺形 1

rϕ(rQ1) 内の長さ有限な曲線で下の辺内の 1 点に始点を持
ち, 上の辺内の 1 点に終点を持つもの全てがなす曲線族を Γr と置けば, Γr < Γ の関係が成り立つ. よって極値的長さに
関する不等式 λ(Γr) ≤ λ(Γ) を得る.

m(ϕ(Qr)) = m

(
1

r
ϕ(rQ1)

)
= m(Γr) =

1

λ(Γr
≥ 1

λ(Γ)
=
A+ 2ε

B − 2ε

が成り立つ. ここで r ↘ 0 とし, 左辺の lim inf を取り, しかる後に ε↘ 0 とすれば

lim inf
r↘0

m(ϕ(Qr)) ≥
A

B

が成り立つ. ( m(ϕ(Qr)) ≤ Km(Qr) = K より, この段階で既に証明は完了しているのだが, もう少し先に進むことに
する)
今までは ϕ(Qr) について上下の辺を結んだが, 今度は左右の辺を結ぶように変更した 4 辺形を Q＊r とすれば, 同様に

lim inf
r↘0

m(ϕ(Q∗
r)) ≥

B

A

を得る. ここで m(ϕ(Q∗
r)) =

1
m(ϕ(Qr))

に注意すれば

lim sup
r↘0

m(ϕ(Qr)) =
1

lim infr↘0m(ϕ(Q∗
r))

≤ A

B

が成り立つ. これで limr↘0m(ϕ(Qr)) =
A
B が成り立つことが分かった. これと m(Qr) = 1 を合わせると

A

B
= lim

r↘0
m(ϕ(Qr)) = lim

r↘0

m(ϕ(Qr))

m(Qr)
≤ K

が成り立つ. �
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付録 A

問題の解答

Problem 3.1.2
E = u2x + v2x, F = uxuy + vxvy, G = u2y + v2y

に注意する.
Df =

|fz|+ |fz|
|fz| − |fz|

=
|fz|2 + |fz|2 + 2|fz||fz|

|fz|2 − |fz|2

と変形できる. ここで

4{|fz|2 ± |fz|2} =|fx − ify|2 ± |fx + ify|2

=|ux + ivx − i(uy + ivy)|2 ± |ux + ivx + i(uy + ivy)|2

=|(ux + vy) + i(vx − uy)|2 ± |(ux − vy) + i(vx + uy)|2

=(ux + vy)
2 + (vx − uy)

2 ± (ux − vy)
2 + (vx + uy)

2

=u2x + v2y + 2uxvy + v2x + u2y − 2vxuy

±(u2x + v2y − 2uxvy + v2x + u2y + 2vxuy)

よって
|fz|2 + |fz|2 =

1

2
{u2x + v2y + v2x + u2y} =

1

2
(E +G)

であり
|fz|2 − |fz|2 = uxvy − vxuy = Jf

である. ここで

EG− F 2 = (u2x + vx)
2(u2y + v2y)− (uxuy + vxvy)

2

= u2xu
2
y + u2xv

2
y + v2xu

2
y + v2xv

2
y − {u2xu2y + 2uxuyvxvy + v2xv

2
y}

= (uxvy − vxuy)
2 = J2

f

であるから √
EG− F 2 = |fz|2 − |fz|2

以上より等式 (3.1.19) を示すには
4|fz||fz| =

√
(E −G)2 + 4F 2
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を示せば良い. これは

(4|fz||fz|)2

=|(fx − ify)(fx + ify)|2

=|f2x + f2y |2

=|(ux + ivx)
2 + (uy + ivy)

2|2

=|u2x − v2x + u2y − v2y + 2i(uxvx + uyvy)|2

=(u2x − v2x)
2 + (u2y − v2y)

2 + 2(u2x − v2x)(u
2
y − v2y) + 4(uxvx + uyvy)

2

=(u2x + v2x)
2 + (u2y + v2y)

2 − 2(u2x + v2x)(u
2
y + v2y) + 2(u2x + v2x)(u

2
y + v2y) + 2(u2x − v2x)(u

2
y − v2y) + 8uxvxuyvy

={u2x + v2x − (u2y + v2y)}2 + 4(u2xu
2
y + 2uxvxuyvy + v2xv

2
y)

={u2x + v2x − (u2y + v2y)}2 + 4(uxuy + vxvy)
2 = (E −G)2 + 4F 2

より従う. �

Problem 3.2.1
もしそのような等角写像 f が存在するとすれば, 鏡像の原理より各辺に沿っての解析接続を行なっていけば, 最終的に
f は C から C への等角写像に拡張され, 適当な正の数 A, B について |f(z)| ≤ A|z| + B, z ∈ C を満たす. 従って
f(z) =

∑∞
n=0 anz

n と展開すれば n ≥ 2 について

|an| =

∣∣∣∣∣ 1

2πi

∫
|z|=r

f(z)

zn+1

∣∣∣∣∣ ≤ Ar +B

rn
→ 0, r → ∞

である. よって f は f(z) = a0 + a1z と表されることになり, 拡大・縮小, 回転, 平行移動の合成である. 従って正方形の
Q の像 R は正方形となるが, これは矛盾である.
Problem 3.2.3
はじめに Caychy-Schwarz の不等式を用いた

=

∫∫
R

√
|fz|+ |fz|
|fz| − |fz|

√
|fz|2 − |fz|2 dxdy ≤

√∫∫
R

|fz|+ |fz|
|fz| − |fz|

dxdy

√∫∫
R

(|fz|2 − |fz|2) dxdy

の部分で等号が起こるのはある定数 c > 0 により√
|fz|+ |fz|
|fz| − |fz|

= c
√
|fz|2 − |fz|2

となる場合のみであり, これより

(A.0.1) (|fz| − |fz|)(z) = const.

が分かる. 次に

a′b ≤
∫ b

0

{∫ a

0

(|fz(x+ iy)|+ |fz(x+ iy)|) dx
}
dy

において等号が起こるのは
∫ a

0
(|fz(x+ iy)|+ |fz(x+ iy)|) dx の y に関する連続性より, 全ての y ∈ [0, a] について

a′ =

∫ a

0

(|fz(x+ iy)|+ |fz(x+ iy)|) dx



31

が起こるときのみ. これより (3.2.1) において等号が起こる条件を求めていけば

a′ =u(a+ iy)− u(0 + iy)

=

∫ a

0

ux(x+ iy) dx

≤
∫ a

0

|ux(x+ iy)| dx (等号は ux(x+ iy) ≥ 0 の時のみ)

≤
∫ a

0

|ux(x+ iy) + ivx(x+ iy)| dx (等号は vx(x+ iy) = 0 の時のみ)

=

∫ a

0

|fz(x+ iy) + fz(x+ iy)| dx

≤
∫ a

0

(|fz(x+ iy)|+ |fz(x+ iy)|) dx (等号は fz(x+ iy)

fz(x+ iy)
≥ 0 の時のみ)

となる. 以上より

ux(x+ iy) ≥ 0(A.0.2)
vx(x+ iy) = 0(A.0.3)
fz(x+ iy)

fz(x+ iy)
≥ 0(A.0.4)

が成り立つ.
さて vx = 0 より

fz =
1

2
(fx − ify) =

ux + vy
2

+ i
vx − uy

2
==

ux + vy
2

− i
uy
2

fz =
1

2
(fx + ify) =

ux − vy
2

+ i
vx + uy

2
=
ux − vy

2
+ i

uy
2

となる. もし uy 6= 0 ならば両者の虚部は符号が異なることになり, fz(x+iy)
fz(x+iy) ≥ 0 となることはないので, 従って

(A.0.5) uy(x+ iy) = 0

が分かる. また Jf = uxvy − uyvx = uxvy > 0 と ux ≥ 0 より

(A.0.6) ux > 0, vy > 0

が分かる. 従って
fz =

ux + vy
2

> 0,

であり fz(x+iy)
fz(x+iy) ≥ 0 より

fz =
ux − vy

2
≥ 0

である. さらに
|fz| − |fz| =

ux + vy
2

− ux − vy
2

= vy = const.

であるから, vx = 0 と合わせて, ある定数 c > 0 について v = cy と表せるが, v(ib) = b′ より c = b′

b である. また u に
ついても uy = 0 より u(x+ iy) = u(x) と x のみの函数である. 以上より

(A.0.7) f(x+ iy) = u(x) + i
b′

b
y

と表せる. ただし u(x) については u(0) = 0, u(a) = a′, ux − vy = u′(x)− b′

b ≥ 0 を満たす必要がある. これらを u′ に
ついての条件に書きなおせば

u′(x) ≥ b′

b
,

∫ a

0

u′(x) dx = a′

であるが, このような u が存在することは a′/b′

a/b > 1 より a′

a < b′

b となることより分かる.
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xO a

b′

b

a′

a

u
′(x)

逆に f(x+ iy) = u(x) + i bb′ y と表せる時, f ∈ F̃ であり,

fz =
1

2
(fx − ify) =

1

2

(
u′(x) +

b′

b

)
, fz =

1

2
(fx + ify) =

1

2

(
u′(x)− b′

b

)
となるので

|fz|+ |fz| = u′(x), |fz| − |fz| =
b′

b

となり
Df (z) =

b

b′
u′(x)

さらには

1

ab

∫∫
R

Df (z) dxdy =
1

ab

b

b′

∫ b

0

{∫ a

0

u′(x) dy

}
dx =

1

ab′

∫ b

0

(u(a)− u(0))dx =
a′b

ab′
=
a′/b′

b/a

が成り立つ.
最後に

a′/b′

b/a
= sup

z∈R
Df (z)

が成り立つための条件は,
a′/b′

b/a
≤ 1

ab

∫∫
R

Df (z) dxdy ≤ sup
z∈R

Df (z)
a′/b′

b/a

より, 上で求めた a′/b′

b/a = 1
ab

∫∫
R
Df (z) dxdy が成り立つ条件に Df (z) が正の定数という条件を加えたものである. これ

より u′(x) は定数となり, u(a) = a′, u(0) = 0 より u(x) = a′

a x が分かり,

f(z) =
a′

a
x+ i

b′

b
y =

1

2

(
a′

a
+
b′

b

)
z +

1

2

(
a′

a
− b′

b

)
zz

となる. �
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Problem 3.3.1
a = 0 または z0 = 0 の時は明らかであるから, a 6= 0 6= z0 とする. 1 次 (分数)変換 τ を

τ(z) =
z + a

1 + az

で定義し, r = |z0| と置く. また直線 ` を ` : z = a
|a| t, −∞ < t < ∞ と置き, `′ を τ による ` の像とする. このとき

τ(−a) = 0, τ(−a−1) = ∞ より `′ は原点を通る直線である. また ` と直交する円 ∂D(0, r) の像は `′ と直交する円であ
る. 従って max|z|=r |τ(z)|, min|z|=r |τ(z)| を attain する点は ` と ∂D(0, r) の交点, つまり ± a

|a|r である.

τ

(
a

|a|
r

)
=

a

|a|
r + |a|
1 + |a|r

, τ

(
− a

|a|
r

)
= − a

|a|
r − |a|
1− |a|r

より |z| = r(= |z0|) の時に
|r − |a||
1− |a|r

≤
∣∣∣∣ z + a

1 + az

∣∣∣∣ ≤ r + |a|
1 + |a|r

=
|z0|+ |a|
1 + |a||z0|

となり, これより特に
||z0| − |a||
1− |a||z0|

≤
∣∣∣∣ z0 + a

1 + az0

∣∣∣∣ ≤ |z0|+ |a|
1 + |a||z0|

が従う. �
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